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Для обчислення густини фононних станів (ГФС) створено паралельну MPI -
програму, яка базується на використанні метода регуляризації Тіхонова для 
розв’язання інтегрального рівняння Фредгольма першого роду. Тестові 
розрахунки, проведені для кристалу Sn2P2Se6, показали високу чутливість MPI-
програми при обчислені ГФС з “ідеально” визначеної теплоємності. На основі 
тестових розрахунків ГФС, проведених для змодельованих експериментальних 
значень теплоємності кристалу Sn2P2Se6, встановлено, що розроблену програму 
можна використовувати для обчислення ГФС кристалів з реальних експери-
ментальних даних теплоємності, якщо відносна похибка визначення 
теплоємності не перевищує 1%, а також з апріорної інформації відомо 
енергетичний інтервал коливальних мод, де ГФС приймає ненульові значення і 
на цьому інтервалі ГФС є майже всюди гладкою функцією. 

Вступ 

В наш час бурхливого розвитку 
науково-технічного прогресу важливою 
проблемою, яка постійно виникає перед 
фізикою, є задача знаходження фізичних 
властивостей кристалів, інформація про які 
є актуальною для конструкторських роз-
рахунків. Як відомо, для розв'язання даної 
задачі використовується експеримент. Але 
існують такі фізичні характеристики для 
знаходження яких необхідно проводити 
дуже складні експерименти. Такою 
фізичною характеристикою кристалу є 
густина фононних станів )(ωg  (ГФС), яка 
є однією з важливих характеристик 
енергетичного спектру конденсованих сис-
тем і визначає не лише термодинамічні 
характеристики, пов’язані з гратковою 
підсистемою кристалу, але й кінетичні 
ефекти [1]. Так експеримент для визначе-
ння ГФС вимагає використання ядерного 
реактора і є довготривалим та дорогим. Це 
пояснює таку велику зацікавленість знайти 
альтернативні числові методи для ре-
конструювання )(ωg  [2-6], зокрема з 
експериментальних вимірювань темпера-
турної залежності теплоємності )(TC . У 
гармонічному наближені теплоємність 

)(TCv  задається рівнянням [7]: 

∫
∞

=
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k  – стала Больцмана, r – число атомів в 
елементарній комірці, N – число 
Авогадро. Інтегрування ведеться по всім 
можливим частотам ω . Рівняння (1) – це 
рівняння Фредгольма першого роду, яке, 
як відомо [8], є некоректною задачею. У 
роботі [5] показано, що розв’язання 
рівняння (1) є дуже складною задачею 
навіть для моделей кристалів в наближе-
нняx Дебая та Енштейна. В цій роботі для 
збіжності ітераційних процедур на основі 
додаткової апріорної інформації введено 
ряд формальних обмежень та підгоночних 
параметрів для ядра інтегрального рівнян-
ня (1). У роботі [6] для розв’язання 
рівняння (1) запропонована нова методи-
ка: 1) функцію )(ωg  представляють у 

вигляді суми гаусіанів 
22

0 2/)(exp ii
iA σωω−

, 

де iA , i0ω , iσ  – невідомі параметри; 2) 

невідомі параметри знаходять за методом 
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найменших квадратів з використанням 
модифікованої для випадку функції 
багатьох змінних програми FUMILI. 
Недоліками даної методики є: дуже малий 
порядок апроксимації – тут для 
наближеного обчислення інтегралу інтер-
вал розбивається рівномірною сіткою, ви-
користовуючи тільки 100 точок; для вда-
лого розв’язання рівняння (1) необхідна 
додаткова апріорна інформація про набли-
жений характер шуканої функції – кіль-
кість і наближене положення піків ГФС. 

Взагалі розв’язання некоректних 
задач неможливе без залучення додатко-
вої апріорної інформації, яка має в даному 
випадку ключове значення. Чим більше 
апріорної інформації про розв’язок ми 
маємо, тим більш стійкі алгоритми ми 
можемо використовувати. Описані в робо-
тах [5] і [6] методи обчислення ГФС на 
основі розв’язання інтегрального рівняння 
(1) залежать від додаткової апріорної 
інформації, яка у багатьох випадках є неві-
домою. Тому метою даної роботи є роз-
робка такого методу розв’язання рівняння 
(1), який залежить тільки від відомої 
апріорної інформації: експериментально 
визначеної теплоємності та похибки її 
визначення, а також від енергетичного 
інтервалу коливальних мод.  

 
Методика розрахунків 

Для розв’язання некоректних задач 
з успіхом застосовуються різні методи 
регуляризації. Основна ідея регуляризації 

полягає в тому, що зменшується клас 
функцій, серед яких ведеться пошук 
розв’язку. В даній роботі для розв’язання 
рівняння (1) ми використали метод 
регуляризації Тіхонова, в якому апріор-
ними інформаціями є значення теплоє-
мності )(TC , середньоквадратична похиб-
ка δ  визначення )(TC , а також інтервал 
(a,b), де ГФС приймає ненульові значення і 
на цьому інтервалі ГФС є майже всюди 
гладкою функцією. Тобто припускається, 
що замість точних значень теплоємності 

)(TC  відомі їх такі наближені значення 

)(TCδ , що виконується нерівність: 

δδ ≤−∫ 2

1
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2
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T
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dTTCTC . 

У методі регуляризації А.Н. Тіхо-
нова як розв’язок береться функція, при 
якій досягає свого мінімального значення 
функціонал Тіхонова [8]: 
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2
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де невід’ємний стабілізуючий фукціонал 
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метр регуляризації Тіхонова, δC  – експе-

риментальні значення теплоємності, визна-
чені із середньоквадратичною похибкою 

α . Тут норма 2

1
2 ))((∫=
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dgg ξξ . Для 

інтегрального рівняння (1) функціонал 
Тіхонова матиме вигляд: 
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Розглянемо функцію 

∫ ∫ −=
2

1

,])()(),([)( 2
T

T

b

a

dTTCdgTK δ
α ωωωαρ                                          (4)

де )(ωαg  – функція, яка реалізує мінімум 
функціоналу (3) при фіксованому значе-
нні α , )(αρ  – квадрат середньоквад-
ратичної похибки. Параметр α  вибираємо 
за описаним в роботі [8] принципом 
нев’язки, згідно якого параметр знахо-
диться із рівняння:  

2)( δαρ = .                      (5)  
В роботі [8] показано, що саме при такому 

виборі параметра α  функція αg
 
реалізує 

мінімум функціоналу (3) в класі функцій, 
які задовольняють умову: 

∫ ∫ ≤−
2

1

22])()(),([
T

T

b

a

dTTCdgTK δωωω δ  

Для визначення екстремалі функ-
ціоналу (3) при фіксованому значенні 
параметра α

 
ми використали алгоритм 
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розв’язання системи рівнянь, яка апрок-
симує інтегро-диференціальне рівняння  





==
=+

.0)(,0)(

,**

bgag

CACgAgA δα
         (6) 

Дане рівняння Ейлера отримується із умо-
ви мінімуму функціонала ],[ δα CgM . Тут 

A  – матриця оператора, яка апроксимує 
інтегральний оператор в рівнянні (1), *A – 
транспонована матриця, Cg – апроксимує 
стабілізатор ][ gΩ . 

Для реалізації описаного алгоритму 
Тіхонова була створена програма в сере-
довищі MathCAD 13. Вхідними даними 
для програми є експериментальні значення 
теплоємності )(TCδ , середньоквадратична 

похибка δ , а також інтервал (a,b). Для 
знаходження ГФС розроблена MathCAD -
програма знаходить корінь рівняння (5) на 
інтервалі ]1,0[∈α  за методом золотого пе-
рерізу [11] з точністю 10-12. На кожній 
ітерації методу золотого перерізу для 
обчислення значення функції (4) при 
фіксованому α  програма спочатку обчиc-
лює значення функції αg , яка входить в 
неї, розв’язуючи для цього систему (6) мо-
дифікованим методом Гауса [11], а потім 
квадратурними формулами Сімпсона [11] 
безпосередньо обчислює функцію (4). Про-
грама завершує свою роботу і виводить у 
файл значення функції αg  та α , якщо 
досягнута точність розв’язку рівняння (5). 

 
Обговорення 

Щоб впевнитись в тому, що дана 
програма добре обчислює значення ГФС 
при точно заданій )(TCv , підставимо в рів-

няння (1) ГФС кристалу 622 SePSn , яка була 

знайдена методом непружнього некоге-
рентного розсіювання нейтронів [9]. Ви-
користовуючи тепер квадратурні формули 
Сімпсона, знайдемо “ідеальні” значення 
теплоємності )(TC

ідеал
 
 рис.1. Як бачимо, 

абсолютні значення експериментально виз-
наченої теплоємності 622 SePSn  задовільно 

узгоджується з )(TC
ідеал

, розрахованими із 

рівняння (1) за ГФС. Спостережувана 
розбіжність (4-10%) ймовірно зумовлена 

сильним ангармонізмом гратки, який в 
свою чергу зв’язаний з наявністю двох 
фазових переходів. Тому кристал 622 SePSn  

був вибраний нами тільки для тестових 
розрахунків, оскільки ГФС є гладкою 
функцією.  

Результати тестових розрахунків 
створеної MathCAD - програми підтверди-
ли, що із збільшенням порядку матриці A 
точність розв’язку збільшується – це 
пояснюється кращою апроксимацією інтег-
ралу (1) квадратурними формулами. На 
рис.2 показані результати MathCAD - прог-
рами, коли порядок матриці A рівний 4900, 
який є  максимально допустимий для 
MathCAD 13. Тут в якості експери-
ментальних значень теплоємності ми бра-
ли значення )(TC

ідеал
. Як бачимо, результа-

ти обчислення ГФС отримані за розроб-
леною програмою задовільно узгод-
жуються з реальними при “ідеально” виз-
наченій теплоємності )(TC

ідеал
. Тим не 

менше з рис.2 ми бачимо і суттєві розход-
ження між графіками: на кінцях проміжку 
[a,b] обчислена ГФС не приймає нульові 
значення; максимальне відхилення обчис-
лених значень ГФС від експерименталь-
них становить 3 меВ-1. Тому для підви-
щення точності визначення ГФС алгоритм 
Тіхонова був реалізований у вигляді 
паралельної MPI - програми, написаної на 
мові С з використанням MPI – системи 
паралельного програмування з передачею 
повідомлень, що дозволяє створювати 
ефективні, надійні і портативні паралельні 
програми високого рівня [12]. Дана MPI -
програма являє собою сукупність автоном-
них процесів, які функціонують під керу-
ванням своїх власних програм, взаємодію-
чих між собою за допомогою стандарт-
ного набору бібліотечних процедур для 
передачі і прийому повідомлень. Розроб-
лена програма запускалася на кластері 
Інституту кібернетики НАНУ, програмне 
забезпечення якого включає такі мови 
програмування як С, С++, Fortran, а також 
середовище паралельного програмування 
LAM/MPI. Результати обчислення MPI -
програми показані на рис.3. Тут, як і в по- 
передньому випадку, вхідними даними 
були значення )(TC

ідеал
. 
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Рис.1. Теплоємність кристала Sn2P2Se6: 1 – експеримент;  2 – теплоємність (“ідеальні” зна-чення 
теплоємності), обчислена за допомогою ГФС. На вкладці ГФС кристалу Sn2P2Se6, знайдена 
методом непружнього некогерентного розсіювання нейтронів.  
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Рис.2. ГФС для кристалу  Sn2P2Se6: 1 – результат обчислення ГФС за допомогою MathCAD - 
програми, 2 – експериментальна крива.  
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Рис.3. ГФС для кристалу Sn2P2Se6: 1 – результат обчислення ГФС за допомогою паралельної MPI - 
програми, 2 – експериментальна крива.   

 
З рис.3 видно, що значення ГФС, 

які обчислені за розробленою MPI - прог-
рамою, майже співпадають з реальними 
при “ідеально” визначеній теплоємності 

)(TC
ідеал

: тут, на відміну від результатів 

MathCAD - програми, на кінцях проміжку 
[a,b] обчислена ГФС приймає нульові 
значення, а максимальне відхилення ста-
новить приблизно 1.2 меВ-1. 

Щоб знайти межі середньо-
квадратичної похибки визначення тепло-
ємності з експерименту, при яких наша 
паралельна MPI - програма дає задовільні 
значення ГФС, змоделюємо процес появи 
випадкових похибок при вимірюванні 
теплоємності )T(С . Для цього замінимо 

)(TC
ідеал

 на )(' TC
ідеал

 за формулою [8]: 

)
)()(

))()((3
1)(()(

1
3

2
3

12'

TCTC

TCTC
TCTC

ідеалідеал

ідеалідеал

iiідеалiідеал −
−+= δτ , 

де iτ  – випадкові числа із проміжку (-1,1) з 

рівномірним законом розподілу. Тоді 
величина  

δ=−∫ 2

1
2' )))()(((

2

1

dTTCTC
T

T

ідеалідеал
. 

На рис.4 показані результати прог-
рами для різних значень δ . Тут се-
редньоквадратична похибка, яка рівна 1 
відповідає відносній похибці 0.7%, 3 – 
1.2%. Як бачимо, при збільшенні δ  зникає 
тонка структура ГФС. Тим не менше 
обчисленні значення відтворюють основні 
характеристики ГФС. 

 

 

 

Висновки 

Для обчислення ГФС створено 
паралельну MPI - програму, яка реалізує 
алгоритм Тіхонова. Показано, що дану 
програму можна використовувати для 
обчислення ГФС кристалів з реальних 
експериментальних даних теплоємності 
при таких умовах: 1) з апріорної інфор-
мації відомо енергетичний інтервал, де 
ГФС приймає ненульові значення і на 
цьому інтервалі ГФС є майже всюди 
гладкою функцією; 2) відносна похибка 
визначення теплоємності з експерименту 
не перевищує 1%. 
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Рис.4. ГФС для кристалу  Sn2P2Se6: 1 – експеримент, 2 – результат обчислення паралельної MPI - 
програми при δ=1, 3 – результат обчислення паралельної MPI - програми при δ=3. 
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The parallel MPI-program of phonon density of states (PDS) calculation which is 
founded on the Tikhonov method of regularization to solution of the Fredholm first-
order integral equation has been created. The realized for Sn2P2Se6 crystal test 
calculations showed high sensitive of MPI-parallel program at the calculation of PDS 
from “ideal” calculation of heat capacity. On the basis of the test calculations which are 
realized for simulated experimental data of heat capacity of Sn2P2Se6 crystal showed that 
creation program possibly to use for PDS calculation from real experimental data of  
heat capacity if relative error determination of the heat capacity doesn’t take over the 1% 
as well as from prior information we know energy gap of fluctuation mode where PDS is 
nonzero and nearly everywhere smooth function.  


