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МЕТОД ОПТИЧНОГО ПОТЕНЦІАЛУ ДЛЯ  
РОЗСІЮВАННЯ ЕЛЕКТРОНАМОЛЕКУЛОЮ 

 
Метод релятивістського оптичного потенціалу запропоновано для вивчення 
потенціального розсіювання електрона молекулою у рамках моделі незалеж-
них атомів. Для узгодженого опису процесу розсіювання електрона на атомах 
молекули, потенціали взаємодії і характеристики атомів визначено в локаль-
ному наближенні стаціонарної, з виключенням енергії самодії електронів, та 
нестаціонарної теорії функціоналу густини з урахуванням релятивістських 
ефектів. 
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Вступ 

Зіткнення електронів з молекулами 
відіграють дуже важливу роль в широких 
областях наукової та технічної сфери, по-
чинаючи з досліджень дії іонізуючого ви-
промінювання на тіло людини і молекул 
ДНК до опису взаємодій у різних плазмо-
вих середовищах, у т.ч. міжзоряного. Вза-
ємодія електронів з атомами і молекулами 
також лежать в основі комплексних проце-
сів у низькотемпературній молекулярній 
плазмі. Разом з цим, з різних причин екс-
перименти не можуть адекватно відтвори-
ти характеристики процесів зіткнення і 
розсіювання частинок – виходячи із пев-
них однозначних причин – але їх теорети-
чний опис може бути достатньо точним 
[1]. 

Процес потенціального розсіювання 
частинки молекулою характеризується 
різними перерізами. Перерізи містять всі 
важливі дані про процес розсіювання і то-
му вони є головними об’єктами наших до-
сліджень. При цьому потрібно звернути 
значну увагу на вплив різних потенціаль-
них складових взаємодії електрона з окре-
мими атомами молекули, тому що ці скла-
дові визначають сумарну дію налітаючих 
електронів з молекулярною мішенню. Слід 
відмітити, що існує багато атомів, які важ-
ко спостерігати у вільному стані, а також 
експериментально їх досліджувати. Але 
разом з тим, такі атоми присутні у різних 
багатоатомних паро-фазних та твердотіль-

них сполуках. Також важко проводити ек-
сперименти з хімічно небезпечними ато-
мами. Виходячи з цього, є велика потреба 
у теоретичних даних, які отримані для всіх 
таких атомів та знаходять своє застосуван-
ня у вивченні процесу розсіювання різних 
частинок молекулами. 

 
Теоретичніпідходи до опису потенціаль-

ного розсіювання 
 

Дуже поширеним і відносно простим 
теоретичним підходом при дослідженні 
динаміки розсіювання електрона молеку-
лою є модель незалежних атомів (МНА, 
Independent Atom Model, IAM). Вона базу-
ється на використанні результатів розра-
хунку потенціалів взаємодії, фазових зсу-
вів та амплітуд розсіювання на окремих 
атомах молекули. Цю модель розсіювання 
частинки на багатьох центрах, відому ще з 
60-х років, було запропоновано Мотт і 
Мессi [2]. Разом з тим, вона успішно вико-
ристовується і в сучасних теоретичних 
роботах [3,4] для визначення диференціа-
льних та інтегральних перерізів. На сучас-
ному етапі цю модель також використову-
ють із поправкою на міжатомне екрану-
вання (IAM-SCAR, Screen Correction Addi-
tivity Rule) для повних [5] і диференціаль-
них [6] перерізів, яка значно підвищує то-
чність розрахунків при малих та середніх 
енергіях зіткнення. В рамках МНА моле-
кулярна мішень розглядається, як проста 
сукупність окремих атомів (без симетрії), 
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які розташовані на певних відстанях один 
від одного. Ці відстані є єдиними парамет-
рами, які визначають молекулярну приро-
ду мішені при розгляді розсіювання. 

Існують також методи, в яких потен-
ціалів взаємодії, фазові зсуви та амплітуди 
розсіювання на молекулах розраховують 
на основі характеристик молекул в цілому, 
наприклад використовуючи розподіл мо-
лекулярної електронної густини. Для того, 
щоб описати динаміку розсіювання, такий 
розподіл густини потрібно визначити в 
залежності від одного центра відліку, яким 
як правило є центр мас молекули. Для цьо-
го густину електронів знаходять у симет-
рично-адаптованому одноцентровому роз-
кладі повної хвильової функції молекули-
мішені, або зведенням центрів окремих 
молекулярних орбіталей (хвильових функ-
цій) до центра мас самої молекули. Це до-
зволяє розглядати молекулу, як централь-
но-симетричну систему. Такими методами 

є наближення сферичних [7] та одноцент-
ровиx [8] потенціалів. 

 
Диференціальні та інтегральні перерізи 
розсівання електрона молекулою у МНА 

 

Для опису динаміки розсіювання 
електронів молекулою потрібно визначити 
її перерізи. Можливо відокремити два ос-
новні типи перерізів: диференціальні пере-
різи (ДП) – характеризують кутову залеж-
ність розсіювання при певній енергії або 
енергетичну залежність при даному куті; 
та інтегральні перерізи (повний, пружний, 
непружний або поглинання, передачі імпу-
льсу, в’язкості) – характеризують розсію-
вання на всі кути в цілому при різних ене-
ргіях налітаючого електрона.  

При пружному розсіюванні електро-
на на N-атомній молекулі ДП в рамках 
МНА визначається виразом (див. [2-4]): 
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Інакше (1) можна записати у вигляді суми 
сумарного ДП розсіювання на кожному з 

атомів (прямий доданок) та інтерферен-
ційного (непрямого) доданку 
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В (1) та (2)   кут розсіювання,який зміню-

ється у межах від 0 до 180; ),( kf m   і 

),( kg m   – комплексні прямі та спін-

повертаючі (“spin-flip”) амплітуди розсі-

вання на m-му атомі молекули, відповідно; 

функція )2/sin(2),(  kks  описує переда-

чу імпульсу при зіткнення; Ek 2 ,Е ене-

ргія налітаючого електрона (використано 

атомні одиниці: 1 eme , атомна 

одиниця довжини рівна борівському радіу-

су 11
0 102918.51 a м). Величини nmr в (1) 

являють собою відстані між n-им та m-им 

атомами в молекулі. 
Такий підхід для визначення перері-

зів розсіювання на молекулах справедли-

вий при умовах, що   1min nmrk  та 
maxmin arnm  , де min

nmr  – мінімальна міжато-

мний відстань, maxa  – максимальний радіус 
взаємодії частинки з кожним атомом, [2]. 
Наприклад, для міжатомної відстані

0
min 4arnm   (2.1Å) та k=1 а.о. (14 

еВ)виконується тільки проста нерівність 

  1min nmrk . Але ми вважаємо, що хороший 

опис розсіювання електрона на атомах до-
зволить також добре описати його розсію-
вання на конкретній молекулі і у 
МНА.Тобто у випадках, коли буде викону-

ватися проста нерівність   1min nmrk . Слід 

відмітити, що наближення IAM-SCAR 
[5,6] було запропоновано саме для того, 
щоб використовувати підхід МНА при ма-
лих, наприклад менше 10 еВ, та середніх 
енергіях зіткнень. 

Амплітуди розсіювання електрона на 
атомах молекули визначають через парціа-
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льні фазові зсуви )()()( EiEE     за наступними формулами 
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де ))(cos(P та ))(cos(1 P
 це відомі полі-

номи Лежандра. Комплексні парціальні 
фазові зсуви можуть бути знайдені, 
розв’язуючи фазові рівняння (при орбіта-
льних моментах min  ) з комплексним 

оптичним потенціалом (ОП) [9,10]: 
 

),(),(),( Aopt EriVErVErV   ,  (5) 

 
де знак "" відповідає повному кутовому 
моменту налітаючого електрона 

2/1 j . Аналогічно, дійсні парціальні 

фазові зсуви можуть бути знайдені при 
розв’язку фазових рівнянь з дійсним ОП 

),(),(opt ErVErV    [9,10]. 

Асимптотичні значення фазових зсу-

вів (для minmax   ) розраховуються за 

асимптотичним виразом 
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де )0(d  – дипольна статична поляри-

зовaність n-го атома. 
Інтегральний переріз пружного роз-

сіювання можна визначити за оптичною 
теоремою – він є пропорційним сумі уяв-
них частин прямих амплітуд розсіювання 
на атомах вперед,при 0 . Для МНА ця 
теорема співпадає з т. зв. “additive rule” 
(Ad) [3-6], тому з вигляду ДП (1), а також 
використовуючи співвідношення 

1/)sin(
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маємо для перерізу: 
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Тут 

n,el
  

пружні перерізи розсіювання на 

n-ому атомі. Амплітуда “spin-flip” не вно-
сить свого вкладу – 0),0(  kgn  . 

Якщо ж інтегральний переріз пруж-
ного розсіювання отримувати через інтег-
рування по кутах ДП(1) (IAM), то будемо 
мати переріз, що більше (7) на непрямі 
члени (внаслідок інтерференції амплітуд): 
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Аналогічно у наближеннях “Ad” чи 

“IAM”перерізи передачі імпульсу )(Ad
mom E , 

)(IAM
mom E та в’язкості )(Ad

vis E , )(IAM
vis E ви-

значаються за наступними формулами (з 
відповідними ДП, див. (2)) 
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Таким чином, істинний, експеримен-
тальний, переріз знаходиться між перері-
зами з наближень “Ad” чи “IAM”. 

Зауважимо тут також, що наявність у 
літературі добре розрахованих парціаль-
них фазових зсувів розсіювання електрона 
на різних атомів дає змогу їх прямого за-
стосування до розрахунків розсіювання на 
молекулах, які містять такі атоми.  

 
Метод оптичного потенціалу 

Дійсна частина оптичного потенціалу 
[9] визначається з перших принципів і 
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описується виразом із наступними складо-
вими 
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Компоненти ОП – SV , R
eV , pV , RV , 


soV в (11) це потенціали: статич-

ний,обмінний,поляризаційний, скалярно-
релятивістський, спін-орбітальної взаємо-
дії, відповідно. Ці складові в цілому визна-
чаються повною та спіновими електрон-
ними густинами атомів молекули. Елект-
ронні густини можна розрахувати у різних 
теоретичних наближеннях, наприклад у 
різних наближеннях теорій Томаса-Фермі, 
Хартрі-Фока,функціоналу густини (ТФГ). 
У багатьох випадках можна використати 
параметризовані аналітичні вирази для 
таких потенціалів, що дуже зручно у пода-
льших розрахунках. Такі аналітичні вирази 
часто можуть бути знайдені та вже визна-
чено для різних атомів. Наприклад, зна-
чення параметрів для аналітичного опису 
електронних густин для атома P, розрахо-
ваних у локальному наближенні 
ТФГ,наведено у [11]. Слід відмітити, що у 
більш послідовних підходах [7] та [8] по-
тенціальні складові ОП визначаються еле-
ктронною густиною молекули. 

Скалярний релятивістський 
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Описують релятивістські ефекти розсію-
вання. Тут функції  
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стала тонкої структури. 
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женні вільного неоднорідного електронно-
го газу описується так 























 1

1
ln

2

1
1

)(
),(

2
FNR

e

rk
ErV . (13) 

 

Тут 3/12
F )](3[)( rrk n  – імпульс Фермі 

для n-го атома молекули, виражений через 
повну електронну густину )(rn ;

)(/),(),( F rkErkEr s ,  22)],([ kErks

 2, 2krV . Функція )2/,( 2krV пов’язана з 

потенціалами взаємодії системи. Одним із 
простих модельних виразів для неї є 

]2/)(1/[2)]([)2/,( 22
F

2 krIrkkrV  , де 

І – потенціал іонізації атома. 
Релятивістський обмінний потенціал 

R
eV визначається на основі нерелятивістсь-

кого NR
eV та функції )(R sr  за виразом: 

 

),()(),(),( NR
eR

NR
e

R
e ErVrErVErV s , (14) 









 1

ln

2

3
)(R




 sr , 1RR   (15) 

 
де )()()( sss rrr   , crr ns /)](3[)( 3/12  , 

2/12 ])(1[)( ss rr   , 3/1)](4/3[)( rrr ns   і

036.137c  (швидкість світла у а.о.).  
Поляризаційний потенціал склада-

ється з двох частин, які описують взаємо-

дію на малих (SR, Short Range) )(SR
p rV , та 

на великих (LR, Long Range) )(LR
p rV відс-

танях. Потенціал )(SR
p rV виражено через 

локальний потенціал кореляційно-
поляризаційної взаємодії електронів в не-
однорідному електронному газ із функціо-
налом: 

 

)]([)(][ c
LDA
c rrrdE


   , (16) 

 

де )]([)]([ cc rrr s   густина кореляційної 

енергії. На основі цього, )(SR
p rV  визнача-

ється за наступною формулою 
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s

cs
s

dr

dr
rrV




3
)()( c

SR

p
 . (17) 

 

Потенціал )(LR
p rV  описується так на асим-

птотичних відстанях: 
 

4LR
p 2)0()( rrV d . (18) 

Потенціали SR
pV  та LR

pV  пересікають-

ся у деякій точці cr . Поляризовність ато-

мів )0(d  розраховується у локальному 

наближенні нестаціонарної теорії функці-
оналу густини. 

Ефекти поглинання враховують у на-
ближенні комплексного оптичного потен-
ціалу(5) 

 

),(),(),( Aopt EriVErVErV   . 

 
Вони проявляються починаючи з 

енергій nE  , де n – енергія першого 

непружного порогу n-го атома, та можуть 

бути описані двома потенціалами погли-
нання – емпіричним та неемпіричним. Ем-
піричний потенціал типу Мак-Карті 

2
loc,H

2Mc
A )],(/[)()(),( ErTrrEWErV n ,(19) 

 

де p
R

eSloc VVVET   являє собою лока-

льну кінетичну енергію, n,H  – густина 

електронів валентної підоболонки n-го 
атома. 

Для широкого діапазону енергій ви-
користовують неемпіричний потенціал 
типу Сташевської 

 
2/),()(),(),( loc

St
A ErrErErV bn   (20) 

 
у моделі квазівільного розсіювання. 
Тут   2/1

locloc 2T є локальна швидкість на-

літаючого електрона в мішені. Узагальне-
ний переріз подвійного зіткнення ),( Erb  

зв’язаний із функціями ),( Er  та ),( Er . 

При    для другого типу цих функцій 

маємо: 

 

)],()(),()([2 Rp
R

eS
2
F ErVrVErVrVk  .  (21) 

 
Параметри )(EW у (19) можуть бути 

визначені з порівняння перерізів погли-
нання, отриманих за вище наведеними по-
тенціалами або з експериментальних да-

них. Для густин )(rn , n,H  та статичного 

потенціалу )(s rV  можуть бути застосовані 

параметризовані аналітичні вирази. 
Таким чином, характеристики розсі-

ювання можна розрахувати в різних підхо-
дах: у спін-неполяризованому [9]; у спін-
поляризованому [10];у повному релятиві-

стському (з 
RV  і 

soV ), а також у напів-

релятивістському (тільки з 
RV  або тільки з 


soV ). 

Зауважимо, що наявність у літературі 
параметризованих виразів для електронних 
густин для різних атомів дозволяє їх засто-
совування для розрахунку оптичних поте-
нціалів та парціальних фазових зсувів для 
дослідження розсіювання на молекулах, 
які складаються з таких атомів.  

 

Розсіювання електронів молекулами 
фосфору (P2, P3) у МНА 

 

У наближенні МНА нами були роз-
раховані інтегральні перерізи розсіювання 
на дво- P2 та трьохатомних P3 молекулах 
фосфору. 

Диференціальні та інтегральні пере-
різи розсіювання електронів на атомі фос-
фору були розраховані у роботі [11] в спін-
поляризованому наближенні з безпарамет-
ричним дійсним оптичним потенціалом. 
Повна і спінові електронні густини були 
визначені в рамках ТФГ в локальному на-
ближенні. В розрахунках значна увага 
приділялася визначенню інтегральних пе-
рерізів при малих енергіях до 10 еВ.  

Відмітимо, що при розсіюванні елек-
трона на гомоядерних молекулах ДП пру-
жного розсіювання (1) в рамках МНА зна-
чно прості. Наприклад, у випадку дво- та 
триатомних молекул вони мають наступ-
ний вигляд: 
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d

d

d
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Тут dd /A  ДП розсіювання на одному з 

однотипних атомів. Звідси бачимо, при 
розсіюванні електрона на такій молекулі 
поведінка та особливості ДП, у МНА, го-
ловним чином будуть визначатися особли-
востями ДП розсіювання електрона на 
атомі. Тому величина та положення міні-
мумів та максимумів ДП розсіювання на 
атомах будуть відображатися і на ДП роз-
сіювання на таких молекулах. Вкажемо 
тут, що для перерізів (22) та (23) оптична 
теорема(див. (7)), дає для інтегральних 
перерізів такі вирази – )(2)( ,el

Ad
el EE A   та 

)(3)( Ael,
Ad
el EE   , відповідно. 

Структуру молекул P2 та P3 розрахо-
вували за допомогою програмного ком-
плекса GAMESS [12] на потужному Linux-
кластері ІЕФ НАН України, з високим рів-
нем паралелізації програм. Для визначення 
початкової матриці електронної густини в 
усіх випадках були виконані самоузгодже-
ні ітераційні розрахунки за методом необ-
меженого Хартрі-Фока, без врахування 
кореляційної взаємодії електронів. Ця про-
цедура виконувалася до досягнення узго-
дженості у зміні величини повної елект-
ронної густини,на рівні 10-8а.о. Для враху-
вання кореляційної взаємодії електронів 
подальші обчислення були проведені ме-
тодом зв’язаного кластера з одиночним і 
подвійним збудженням. Для всіх розраху-
нків було застосовано розширений гаусо-
вий базисний набір «потрійне-ζ» з поляри-
заційними та кореляційними поправками із 
додатковими дифузійними функціями. Рі-
вноважна структура молекул P2 та P3 була 
отримана в результаті геометричної опти-
мізації за алгоритмом квадратичного на-
ближення. Для початкової молекулярної 
геометрії при цьому були задані мінімальні 
міжатомні відстані, без врахування типу 
симетрії молекули. 

Отримані нами рівноважні відстані 
між атомами у випадку молекули P2 – 

012 610.3 ar   – добре узгоджується з 

наявним значенням 012 579.3 ar  [13]. Для 

молекули P3отримали наступні міжатомні 
відстані – 012 3.7403 ar  , 013 3.7148ar  ,

023 7.4552 ar  . Подальші ab initio розрахун-

ки молекул теж будуть базуватися на про-
грамі GAMESS. 

На рис.1 наведено інтегральні перері-
зи пружного розсіювання )(IAM

el E  та 

)(Ad
el E  електрона на молекулах фосфору 

P2 та P3.  
 

 
 
Рис. 1. Інтегральні перерізи пружного розсію-
вання 
 

Переріз )(IAM
el E обчислювався чисе-

льним інтегруванням диференціальних 
перерізів по формулах (22), (23), по всіх 
кутах розсіювання. Перерізи були визна-
чені в діапазоні енергії 0.5÷30 еВ. Якісна 
поведінка всіх перерізів схожа та подібна. 
Бачимо, що переріз )(IAM

el E  значно пере-

вищує )(Ad
el E , особливо у максимумі при 

10 еВ. Тобто роль інтерференційного (не-
прямого) доданку достатньо велика. Пере-
різ з роботи [14], розрахований у стат-
обмінному наближенні, проходить близько 
до перерізу e+P розсіювання [11], тобто він 
є достатньо невеликим. У роботі [3] чисе-
льно показано, що з ростом енергії зітк-
нення (починаючи з 100 еВ) для перерізів 
передачi імпульсу справедливою стає рів-

ність )()( Ad
mom

IAM
mom EE   . Тобто, внесок у 

ДП (див. (2)) від суми 


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



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у випадку негомоядерних молекул з рос-
том енергії є малим – внаслідок можливих 
протилежних знаків цих амплітуд та за-
вдяки функції ),( ks  . У випадку однако-

вих атомів амплітуди співпадають, тому 
саме функція ),( ks   обумовлює енергети-

чну поведінку інтерференційних членів 
(див. (22), (23)). Зближення перерізів 

)(Ad
el E  та )(IAM

el E з ростом енергій також 

видно з рис. 1. 
 

Висновки 

В роботі представлено метод оптич-
ного потенціалу розрахунку диференціа-
льних та інтегральних перерізів розсію-

вання електрона молекулою у рамках мо-
делі незалежних атомів. Модель базується 
на амплітудах розсіювання електронів 
окремими атомами молекули. Коротко 
описано потенціальні складові релятивіст-
ського оптичного потенціалу, який було 
застосований для визначення характерис-
тик розсіювання на атомах фосфору. Коро-
тко вказується на теоретичні підходи для 
опису потенціального розсіювання елект-
рона молекулою. 

Автор щиро вдячний Реметі Є.Ю. за 
постійну допомогу та обговоренні отрима-
них результатів. 
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OPTICAL POTENTIALMETHOD FOR 
ELECTRON SCATTERING BY MOLECULE 

 
The relativistic optical potential method has been proposed for the study potential electron 
scattering by molecules in framework of independent atom model. For the consistent de-
scription of electron scattering process on the atoms of molecules, the interaction potentials 
and atomic characteristics are determined in the local approximation of the stationary, ex-
cluding the self-action energy correction, and non- stationary density functional theories 
with the account of relativistic effects. 
Keywords: scattering, optical potential, cross section, amplitude. 
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МЕТОД ОПТИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА ДЛЯ 
РАССЕЯНИЯ ЭЛЕКТРОНА МОЛЕКУЛОЙ 

 
Метод релятивистского оптического потенциала предложен для изучения потенци-
ального рассеяния электрона молекулой в рамках модели независимых атомов. Для 
согласованного описания процесса рассеяния электрона на атомах молекулы, потен-
циалы взаимодействия и характеристики атомов определены в локальном приближе-
нии стационарной, с исключением энергии самодействия электронов, и нестационар-
ной теории функционала плотности с учетом релятивистских эффектов. 
Ключевые слова: рассеяние, оптический потенциал, сечение, амплитуда. 


	Тут �  пружні перерізи розсіювання на n-ому атомі. Амплітуда “spin-flip” не вносить свого вкладу – �.

	Якщо ж інтегральний переріз пружного розсіювання отримувати через інтегрування по кутах ДП(1) (IAM), то будемо мати переріз, що більше (7) на непрямі члени (внаслідок інтерференції амплітуд):

	�.                                   (8)

	�,

	�,

	�,

	�.	(9)


