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ШРЕДІНГЕРІВСЬКИЙ ФОРМАЛІЗМ МЕТОДУ 
СПОТВОРЕНИХ ХВИЛЬ У ЗАДАЧІ 

ОДНОЕЛЕКТРОННОГО ЗАХОПЛЕННЯ З 
ОДНОЧАСНОЮ ІОНІЗАЦІЄЮ 

 
Розроблено шредінгерівський формалізм методу спотворених хвиль неперервно-

го спектру для аналізу та розрахунку процесу одноелектронного захоплення з 
одночасною іонізацією у високоенергетичних іон-атомних зіткненнях. На основі 
CDW-методу з коректним врахуванням кулонівських асимптотичних умов в обох 
каналах реакції, отримано аналітичний вираз для амплітуди процесу захоплення з 
іонізацією, який містить два множники. Один з них описує процес одноелектронно-
го захоплення, а інший – зв’язано-вільний перехід в іоні-залишку мішені. Результа-
ти розрахунків перерізів перезарядки з одночасною іонізацією у зіткненнях атома 
He з протоном добре узгоджуються з наявними експериментальними даними. 
Ключові слова: одноелектронна перезарядка, іонізація, спотворена хвиля, 

міжелектронна взаємодія, амплітуда. 
 

Вступ 
 

Останнім часом предметом інтенсив-
ного експериментального і теоретичного 
вивчення стали процеси одноелектронної 
перезарядки та іонізації, двоелектронного 
захоплення, захоплення з одночасним збу-
дженням чи іонізацією. Це пов’язано зі 
створенням і експлуатацією пристроїв для 
здійснення керованого термоядерного 
синтезу з магнітним утриманням плазми, 
розробкою нових типів лазерів, проекту-
ванням і використанням прискорювачів 
важких іонів високих енергій [1]. Детальне 
вивчення процесів з перерозподілом необ-
хідне також для розуміння механізмів 
взаємодії іонів з речовиною у конденсова-
ному стані [1, 2].  

В даній статті зупинимось на пробле-
мах теоретичного описання процесів за-
хоплення з одночасною іонізацією  

 
−++−+ ++→+ eBABA ZZ 2)1( αα             (1) 

 

у високоенергетичних зіткненнях атома B з 
багатозарядним іоном +αZA .  

Як відомо, для визначення хвильових 
функцій та амплітуд переходів у багато-
частинкових системах з парними потен-
ціалами взаємодії можна використовувати 
різні інтегральні рівняння з компактними 

ядрами, яким задовольняють хвильові 
функції або T-матриці [2-4]. Оскільки точ-
не розв’язання цих рівнянь є вельми склад-
ною задачею, часто використовуються 
наближені підходи, найбільш поширеним з 
яких є метод спотворених хвиль неперерв-
ного спектру [2, 4]. Використання вказано-
го методу в задачах одно- та двоелектрон-
ної перезарядки атомів на багатозарядних 
іонах приводить до доброго узгодження 
теорії з експериментальними даними [2, 4, 
5]. Привабливою стороною формалізму 
спотворених хвиль неперервного спектру є 
акуратне врахування кулонівських ефектів 
у початковому та кінцевому каналах реак-
цій з перерозподілом [4-9]. Зазначимо та-
кож, що детально розвинуті асимптотичні 
(за великими прицільними параметрами) 
методи теорії іон-атомних зіткнень [10-17] 
незастосовні для обчислення перерізів 
реакції (1), так як в цьому випадку, навпа-
ки, суттєві малі прицільні параметри. 

В даній праці розвинуто шредінге-
рівський формалізм методу спотворених 
хвиль неперервного спектру для аналізу та 
розрахунку перерізів процесу захоплення з 
одночасною іонізацією (1). Цей процес 
будемо вивчати на найпростішому прикла-
ді зіткнення атома гелію з протоном. Тим 
не менш, розвинуті нижче теоретичні 
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представлення про фізичні особливості 
процесу захоплення з одночасною іоніза-
цією носять загальний характер. Формаль-
на побудова теорії буде подана у вигляді, 
придатному для опису зіткнення довільних 
атомних частинок. 

 
Шредінгерівський формалізм методу 
спотворених хвиль неперервного 

спектру 
 

Розгляд задачі будемо проводити на 
основі квазікласичного варіанту методу 
спотворених хвиль, коли відносний рух 
частинок, що зіштовхуються, описується 
класично. Повний електронний гамільтоні-
ан системи (1), який включає і між’ядерне 
відштовхування, запишемо у вигляді суми: 
 

,0 VHH += 210 2

1

2

1 ∆−∆−=H , (2) 

 

де V  – повна взаємодія частинок у систе-
мі: 
 

R

ZZ

rx

Z

s

Z
V βα

κ κ

β

κ

α ++







+−= ∑

= 12

2

1

1
. (3) 

 

Тут радіус-вектори κx
r

, κs
r

, κr
r

 описують 
положення κ -го електрона ( 2,1=κ ) від-
носно центрів інерції атома-мішені B  з 

ядерним зарядом βZ , налітаючого іона 
+αZA  з ядерним зарядом αZ  і середини 

відрізка R відповідно; 12r  – відстань між 

електронами; κ∆  – тривимірний оператор 

Лапласа за координатами κr
r

. 
Суть використовуваного тут методу 

полягає в розбитті повного гамільтоніана 
системи H на дві частини: 

 

,, 0 iiffii VHHHHH +=+=+= υυ  

,0 ff VHH +=    (4) 
 

,, ffii VVVV −=−= υυ  

,
12

1 12
∑

=

+−=
κ κ

β

rx

Z
Vi  

1s

Z
V f

α−= , (5) 

 

одна з яких – )( fi HH  (її зазвичай нази-

вають канальним гамільтоніаном) – визна-
чає зв’язані стани в системі, а інша – 

)( fi υυ , – дає залишок, який не містить 

внесків від зв’язаних станів. Уведемо те-
пер дві хвильові функції ( ) ( )tt fi

−+ ΨΨ , , 

які є точними розв’язками нестаціонарного 
рівняння Шредінгера 
 

( ) ,0, =Ψ








∂
∂− ± t
t

iH fi   (6) 

 

але задовольняють різним граничним умо-
вам при великих t  : 

_____________________________________ 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) =













 +++−≡Φ →Ψ −∞→
+ tErrtitixxtitt B

ii
B
ii

B
iti 21

2
21 2

1
4
1

expexp,exp
rrrrr υυσϕσ  

( )[ ] ,exp ti i
B
ii σϕE=   (7) 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]×−≡−Φ →Ψ −
∞→

− tistitt f
A
ff

A
ftf σϕπσ exp2exp 1

23 r
  

( ) ( ) ( )[ ]titEExkrrti f
A
ffk

A
f σϕυυ −=














 ++−−+−× exp
2

1

4

1
exp 212

2
E

rrrrr
. (8) 

                                                                                          ___________________________________  
Тут використані позначення: ( )21, xxB

i

rrϕ  – 

незбурена двоелектронна хвильова функ-
ція початкового стану, яка враховує і між-
електронні кореляції; ( )1s

A
f

rϕ  – хвильова 

функція захоплюваного електрона в атом-
ній частинці +− )1( αZA ; 22kE =  – кінетична  

 

енергія вільного електрона; k
r

 – відносний 
імпульс вибитого електрона та іона-залиш-

ку +βZB . Кулонівські фази iσ  і fσ  за-

даються ейкональними формулами, які у 
даному випадку набувають вигляду: 
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( ) ( ) ( )tR
ZZ

ti
2ln

2
υυ

υ
σ βα −

−
= , 

( ) ( )( ) ( )−+
−−

= tR
ZZ

tf
2ln

11
υυ

υ
σ βα  

( ) ( )22ln xkkxkZ
rr+− β .    (9) 

 

Зазначимо, що у фазі ( )tfσ  замість додан-

ків 
 

( ) ( ) ( )×−−+
−

p

Z
tR

ZZ 1
ln

1 2 αβα υυ
υ

 

( )22ln spps
rr+× ,    (10) 

 

де υr
rr −= kp , які відповідають взаємодії 

системи +− )1( αZA  із залишковим іоном +βZB  
та вилітаючим електроном −e , записано 
один, асимптотично рівний їм (див., 
наприклад, [21]) доданок ( )( ×−1αZ  

( ) ) ( )tRZ 2ln1 υυυβ +−× .  

Уведемо хвильову функцію ( )−+
fi χχ  

("спотворену хвилю"), яка є розв’язком 
нестаціонарного рівняння Шредінгера в 
деякому потенціалі ( )fi UU  : 
 

,0=








∂
∂−+ +

iii t
iUH χ  

.0=








∂
∂−+ −

fff t
iUH χ    (11) 

 

Будемо шукати розв’язки рівнянь (11) у 
вигляді: 
 

,++ Φ= i
B
ii Lχ ,−− Φ= f

A
ff Lχ   (12) 

 

де −+
fi LL ,  – поправкові функції, які вра-

ховують наявність “чужого” потенціально-
го центру. Отримаємо явний вигляд рів-
нянь для розрахунку спотворень у вхідно-
му ( )+

iL  і вихідному ( )−
fL  каналах реак-

ції. Підставляючи функцію +
iχ  у вигляді 

(12) в нестаціонарне рівняння Шредінгера 
(11), отримаємо рівняння для +

iL , яке для 

подальшого використання зручно записати 
у вигляді: 

( ) +++ =







−

−
−−Φ ii

B
i i

R

ZZ

s

Z
T FL0

1
0

1
ωβαα ,(13) 

де  

;00 t
iHT
∂
∂−=   ∑

=

+ ∇=
2

1
0 ;

2
1

κ
κυω

rr
 

,iii UW −= υ   (14) 
 

+















−−= ++

iii sR
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2

11
F  

∑
=
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2
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κκ ϕ i

B
ii LE
rr

.   (15) 

 
Аналогічне рівняння можна отримати 

і для функції −
fL  у вихідному каналі: 

 

( ) −−− =







+

−
−−

−
−Φ ffk

A
f i

R

ZZ

x

Z

x

Z
T FLrωβαββ 11

21
0

  (16) 
де 

21 2

1

2

1 ∇






 −−∇−=−
rrrrr

r υυω k
k

, 

,fff UW −= υ  (17) 
 

+















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
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


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fff xxsR
ZW χα

1122

1111
F  

−∇∇+ f
A
ff LE 11
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ϕ .   (18) 

 

Для успішної реалізації CDW-методу 
потенціали iU  і fU , що визначають влас-

тивості спотворених хвиль +
iχ  і −

fχ , необ-

хідно вибрати виходячи із наступних мір-
кувань:  
1. Функція +

iχ ( )−
fχ  повинна зберігати 

основні аналітичні властивості точної 
хвильової функції повного гамільтоніана 

+Ψi ( )−Ψ f ; 

2. Потенціал ( )fi UU  має бути таким, щоб 

рівняння (13) ((16)) мало розв’язок в 
класі спеціальних або елементарних 
функцій; 

3. Функція +
iχ ( )−

fχ  повинна володіти пра-

вильною асимптотичною поведінкою 
при великих t , тобто: 

 

( ) ( )[ ] ,exp tit i
B
iti σχ Φ → −∞→

+  

( ) ( )[ ],exp tit f
A
ftf σχ −Φ → →∞

−   (19) 
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де фази iσ  і fσ  визначаються виразами (9).  

Ґрунтуючись на цих міркуваннях, ви-
бираємо потенціали iU  і fU  в наступному 

вигляді: 

( )∑
=

×−







−=−=

2

1
21

2

,
11
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21,
−∇× xxB

i

rrr
ϕκ  ,  (20) 
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ZUW fff αυ  
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−∇∇− ss A
f

A
f

rrrr
ϕϕ ,   (21) 

 

При такому виборі спотворюючих 
потенціалів рівняння (13), (16) допускають 
відокремлення змінних і їх розв’язки вира-
жаються через вироджені гіпергеометричні 
функції: 
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
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де  
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2
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2 exp2 xkiNx Bk

rrr
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( )22,1, xkixkiiF B
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,
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υ
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=
Z
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( ) ( ) ( ),12exp BBB iГN ξξπξ −=  

kZB βξ = .   (26) 
 

Беручи до уваги умову  
 

( )[ ] 0limexplim =Ψ=−Φ +−

∞→

+

∞→ if
t

if
A
f

t
ti χχσ ,

   (27) 
 

що накладається на iU , представимо шука-

ну амплітуду переходу (тобто захоплення з 
іонізацією) в prior-формалізмі в наступно-
му вигляді: 

( ) ( )[ ] =Ψ=ΦΨ= +−

−∞→

−

−∞→

−
if

t
i

B
if

t
if ti χσρ limexplim

r
A

+−
∞

∞−

Ψ−= ∫ ∫∫ iif Wrdrddti χ*
21
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,  (28) 

 

Тепер введемо основне припущення 
розглядуваного методу, приймаючи в 
якості точної хвильової функції в 
кінцевому стані −Ψ f  спотворену хвилю 

−−−− Φ=≅Ψ f
A
ffff Lχχ : . Використовуючи 

даний вибір −Ψ f , а також формули (12), 

(22) і (23), амплітуду (28) можна записати 
у вигляді суми двох доданків: 
 

( ) ( )( ) ( )( )ρρρ rrr 21
ififif aa +=−

A ,   (29) 

де  

( )( ) ∫ ∫∫
∞

∞−

− ×Φ−= **
21

1
f

A
fif rdrddtia L

rrrρ  



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

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





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iRs
Z χα
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( )( ) ∫ ∫∫
∞

∞−

− ×∇Φ−= 1
**

21
2

rrrr
if

A
fif rdrddtia ELρ  

( ) +∇× i
B
i xx L121,

rrrϕ .   (31) 

 
Чисельні оцінки матричних елементів 

( )1
ifa  і ( )2

ifa , показали, що при великих енер-

гіях зіткнення в широкій області приціль-
них параметрів і зарядів взаємодіючих 
частинок виконується співвідношення 

( ) ( )21
ifif aa << . Внесок в амплітуду (29) від 

доданку ( )1
ifa  стає істотним лише при малих 

енергіях зіткнення. Розглянемо амплітуду 
переходу ( )ρr−

ifA  з врахуванням лише од-

ного доданку ( )2
ifa  і, використовуючи явні 

вирази для +
iL , −

fL , перетворимо її до 

вигляду: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )×−= −−
BBA

iv
if NvNvNi ξρυπρ 2232

r
A
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tExkrirdrddt 2121 exp
rrrrrr υ  

fi ℑℑ× ,   (32) 

де  
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( ) ( );,1,, 1121 11
sisiviFxx As

B
ixi

rrrrrr
rr υυϕ +∇∇=ℑ  

B
i

A
fk EEEE −+=∆ ,   (33) 

 

( ) ( )×+=ℑ 111
* ,1, xixiivFs B

A
ff

rrr υυϕ  

( )22,1, xkixikiF B

rr+× ξ ; ( ) υβα 1−= ZZv .(34) 
 

Зауважимо, що використаний нами 
варіант потенціалів iU  і fU , очевидно не є 

єдино можливим. При використанні інших 
варіантів потенціалу fU  необхідно стежи-

ти за тим, щоб функція −
fχ  задовольняла 

кулонівським граничним умовам (19). Що 
ж стосується iU , то будь-яка зміна цього 

потенціалу викликає зміну оператора пере-
ходу. Однак у нашому випадку ця зміна 
спричинить появу в амплітуді переходу 
членів, які матимуть різний порядок по 

υ1 , і у відповідності з [18] фізичний зміст 
має тільки старший із них, який відповідає 
другому доданку в правій частині рівняння 
(20). Важливо, що вибір потенціалів iU  і 

fU  у вигляді (20), (21) не тільки дозволяє 

найкращим чином описати хід перерізу в 
області проміжних швидкостей зіткнення, 
але також дозволяє отримати аналітичні 
вирази для амплітуди переходу, що 
особливо зручно для проведення система-
тичних розрахунків перерізів різних проце-
сів. 

Фізичний зміст наближення, зробле-
ного при отриманні хвильових функцій 

+
iχ  

і −− ≅Ψ ff χ  таких, що визначаються рівнян-

нями (12), (22)-(26), обговорювалося вище. 
Зазначимо ряд властивостей, які можна 
встановити із аналізу їх структури: 

1. Хоча спотворені хвильові функції 
+
iχ  і −

fχ , що визначаються як розв’язки 

рівнянь (11), взагалі-то, не є ортогональни-
ми при скінченних значеннях між’ядерної 
відстані ( )tR , для них виконується умова 
асимптотичної ортогональності (27). 

2. Хвильові функції початкового і 
кінцевого станів +

iχ  і −
fχ  не є нормовани-

ми для довільних ρ  і t , і отримані за їх 
допомогою перерізи потребують додатко-
вого перенормування [22]. Часто замість 

функцій +
iχ  і −

fχ  використовують нормо-

вані функції ( ) ±−±± = jjjj s χχ 21~ , де 
±±± = jjjjs χχ , fij ,= . Однак у випадку 

розглянутих нами швидких зіткнень 
чисельні оцінки матричних елементів ±

jjs , 

отримані в [22], показали, що в широкій 
області значень ρ  і t  виконується відно-

шення Is jj ≈± . Дана обставина й обумов-

лює використання тут формул (12), (22) і 
(23). 

3. Беручи до уваги співвідношення 
[18]: 

0lnlim
11

2

=








+
+

∞→ xx

tR
t

rrυυ
υυ

, 

0lnlim
11

2

=








+
−

−∞→ ss

tR
t

rrυυ
υυ

,     (35) 

 

легко перевірити те, що функції +
iχ  і −

fχ  

мають правильну асимптотичну поведінку 
(19) при великих t . Як показано нижче, 

порушення вказаних асимптотик веде до 
суттєвого завищення перерізів в області 
середніх енергій зіткнення. 
 

Розрахунок перерізів реакції 
перезарядки з одночасною іонізацією у 

високоенергетичних іон-атомних 
зіткненнях 

 

Розрахунок перерізів захоплення з 
іонізацією зручніше проводити з допомо-
гою відомого методу перетворень Фур’є 
[18]. Квантово-механічна амплітуда розсі-
яння ( )ηr−ℜif  в границі ∞→µ  ( µ  – приве-

дена маса важких часток)  є перетворенням 
Фур’є квазікласичної амплітуди ймовір-
ності ( )ρr−

ifA  [18]:  
 

( ) ( ) ( ) ( )ρρηρπη rrrrr −−− −=ℜ ∫ ifif id Aexp2 1 , (36) 
 

(де ηr  – двокомпонентний вектор, перпен-
дикулярний вектору υr : 0=υη rr

), звідки за 
формулою Парсеваля випливає рівність: 
 

( ) ( ) ,
2

2

∫
−

−
− ℜ=

Ω
≡ ηη

σ
σ rrr

r
if

kk

if
if d

ddEk

d
k  
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( ) ( ) ( )∫∫
−−− =ℜ≡

22
ρρηησ rrrrr

ififif ddk A .  (37) 

 

Тут ( )kif

r
−σ  – двічі диференційований (за 

енергією і кутом вильоту електрона) пере-
різ процесу захоплення з іонізацією; 

k
d rΩ  – 

елемент тілесного кута в напрямку вильоту 
ежектованого електрона. З врахуванням 
результату (32), вираз (36) для ( )ηr−ℜif  

перетвориться до вигляду: 
 

( ) ( )JIN ABif

rrr
⋅=ℜ− η ,     (38) 

де 
( ) ( )∫ ×∇=

11
*

11 exp s
A
f ssqisdI r

rrrrrr
ϕ   

  ( )11,1, sisiivF A

rrυυ +× ,     (39) 
 

( ) ( ) ( ) ( )BBAAB NvNvN
i

N ξ
υπ

π
2

2 23−

= , 

( ){ } ×−= ∫∫ 2121 exp xkxpixdxdJ
rrrrrrr

 

( ) ( )×++× 2211 ,1,,1, xkixikiFxixiivF BB

rrrr ξυυ  

( )21,1
xxB

ix

rrr
r ϕ∇× ;   (40) 

 

υυ
υ

η
)rrr







 −∆+−=
2

E
p ,  υυ

υ
η

)rrr







 +∆−=
2

E
q , 

 υυυ r)r = .   (41) 
 

Подальші розрахунки можливі тільки 
для конкретної моделі атома-мішені. Нада-
лі, для опису зв’язаних станів “активних” 
електронів в атомі He приймемо набли-
ження незалежних електронів. В даному 
наближені атомний гамільтоніан iH  (див. 

формули (4), (5)) набуває вигляду: 
 

( ) ( )∑ ∑
= =

≡







+−∆−≅

2

1

2

12κ κ
κκκ

κ

βκ i
i HxV

x

Z
H

r
,  (42) 

 

де ( )iHκ  – одноелектронний гамільтоніан; 

( )κκ xV
r

 – деякий усереднений потенціал, 
який діє на κ -й електрон атома He. Потен-
ціал ( )κκ xV

r
 враховує зміну кулонівського 

потенціалу ядра, в якому рухається κ -й 
електрон атома He і його поява обумовле-
на присутністю в атомі He “чужого” 
електрона. 

В наближенні незалежних електронів 
незбурена хвильова функція початкового 

стану може бути представлена як добуток 
двох одноелектронних функцій: 
 

    ( ) ( ) ( )2121, xxxx B
i

B
i

B
i

rrrr ϕϕϕ = .  (43) 
 

Викладена вище постановка задачі призво-
дить до факторизації матричного елемента 
(40), причому інтегрування за 1x

r
 і 2x

r
 вико-

нується незалежно: 
 

21 JJJ ⋅=
rr

,       (44) 
де  

( ) ( )×+= ∫ 11111 ,1,exp xixiivFxpixdJ B

rrrrrr
υυ  

( )11
xB

ix

rr
r ϕ∇× ,   (45) 

 

( ) ( )×+−= ∫ 22222 ,1,exp xkixikiFxkixdJ B

rrrrr ξ  

( )2xB
i

rϕ× .   (46) 
 

Після цього, використавши формули 
(44)-(46), амплітуду розсіяння ( )ηr−ℜif  мож-

на представити у вигляді добутку двох 
співмножників. Один з них ( )IonB

if
−ℜ  описує 

процес прямої іонізації, а інший 
( )..ECCDW

if
−ℜ  – процес електронного захоп-

лення з врахуванням прямого і двоступене-
вого (томасівського) механізмів перезаряд-
ки: 
 

( ) ( )( ) ( )( )ηη rrr ..
2

0 2
lim ECCDW

if
IonB

if
A

q
if q

iv

q −−

→

− ℜ








ℜ=ℜ , 

(47) 
де  

( )( ) ( ) ( )∫ ×−=ℜ −−
22

*
22

exp
2

4
xqixxd

qi

Z
q

k

IonB
if

rrrrr
rϕ

πυ
π α

( )2xB
i

rϕ× ,   (48) 

 
( )( ) ( ) ( )×=ℜ −−

A
ECCDW

if vNi 1.. 2 πυηr  

( )( )JIvN B

rr
⋅× .   (49) 

 
Тут ( )( )qIonB

if

r−ℜ  – амплітуда іонізації в 

першому борнівському наближенні, 
( )( )ηr..ECCDW

if
−ℜ  – амплітуда одноелектронно-

го захоплення в CDW-методі. При цьому 
вираз (49) співпадає з відповідним виразом 
для амплітуди одноелектронної перезаряд-
ки, отриманий Гаєтом [20] на основі 
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інтегральних рівнянь Додда-Грайдера для 
квантово-механічного оператора тричас-
тинкового розсіяння з перебудовою. 

Узагальнення теорії, на якому тут не 
будемо зупинятись, показує, що вигляд 
кінцевого результату для ( )ηr−ℜif  зберіга-

ється і при врахуванні тотожності (тобто 
при симетризації хвильових функцій), а 
також при врахуванні спінових атомних 
остовів. Уточнення теорії призводить до 
того, що у матричних елементах, які вхо-
дять у формулу (38), під B

iϕ  і A
fϕ  слід розу-

міти вже багатоелектронні хвильові функ-
ції систем B  і ( )+−1αZA , відповідно. 

Хвильові функції ( )κϕ xB
i

r
 ( )2,1=κ  і 

A
fϕ , що входять в (39), (45), (46), виби-

раємо у вигляді найпростіших водневих 
орбіталей з ефективними зарядами *

βλ Z=  

і αZ , відповідно. Матричні елементи 1J
r

, 

2J  і I
r

 з даними функціями можна точно 
обчислити, використовуючи метод контур-
ного інтегрування Нордсіка [19]. Запише-
мо кінцеві результати: 
 

( ) ( ) ×−+−= −−
BivpNiJ 1

222
1 18 XXXXλλπ λ

r
 

( ) ( )[ ]1
111 −−−−× XXXXqivpiv BB

rr
,   (50) 

 

( ) ( ) ×−+= −−
BikNJ ξ

λ λπ 2

222
2 18 XXXX  

( ) ( )( )[ ]1
211 −−−+− XXXXikii BB λξξλ  ,   (51) 

 

( ) ( ) ×−+−= −−− 1222 18 Aiv
ZA qZNvI XXXXαα

υπ
r

  

( )qivA

rr +× υ ,   (52) 
 

22
2

qZ

qiZ

+
−=

α

α υυ rr

XXXX ,  
221 2

p

pi

+
−=

λ
υλυ rr

XXXX , 

2

2

k

kki

+
+=

22 2
λ
λ

XXXX  
21

23

π
λ

λ =N , 
21

23

π
α

α

Z
NZ = . (53) 

 
Наведемо результати розв’язку задачі 

про повний переріз процесу захоплення з 
іонізацією. Найпростіше їх можна одержа-
ти інтегруванням (37) за всіма напрямками 
вильоту і енергіями ежектованого електро-
на. Отриманий результат зручно представ-
вити у вигляді: 
 

( ) ( )∫∫
∞∞

− ⋅⋅⋅=
0

2

21

0

2228 JJIdkNkdk ABif

rr
ηηπσ . 

   (54) 
 

Результати розрахунків 
 

Результати розрахунків повних пере-
різів реакції 
 

( ) ( ) −++ ++→+ eHe1sH1sHep 2    (55) 
 

зображені на рис. 1 в порівнянні з експери-
ментальними даними, отриманими за 
допомогою методу пучків, що перети-
наються, і методу збігів (одночасний ана-
ліз зарядових станів обох частинок, що 
зіштовхуються). Врахування захоплення 
електрона протонами у збуджені стани 
призводить до незначної зміни результатів. 
Крім розрахунків за формулою (54), на 
рис. 1 представлені повні перерізи захоп-
лення з іонізацією, обчислені в першому 
борнівському наближенні (ПБН). Для 
отримання амплітуди захоплення з іоніза-
цією в ПБН необхідно замінити у формулі 
(47) ( )( )ηr..ECCDW

if
−ℜ  на амплітуду найпрості-

шого одноступеневого механізму захоп-
лення електрона ( )( )ηr..ECОБК

if
−ℜ  в ОБК-на-

ближенні [18]. При цьому електронні 
хвильові функції, що використовуються в 
ПБН, мають істотно неправильну асимпто-
тику, тобто не задовольняють кулонівські 
асимптотичні умови (7) і (8). 

Як і слід було очікувати, при середніх 
енергіях протонів результати розрахунків 
за формулою (54) добре узгоджуються з 
експериментальними даними [23, 24]. 
Отримана відповідність теоретичних і 
експериментальних даних досить перекон-
ливо говорить на користь розвинутої в 
даній праці теорії. При цьому розрахунок 
перерізів за допомогою формули (54) не 
набагато складніший, ніж в першому 
борнівському наближенні. Що ж стосуєть-
ся останнього, то воно як випливає із 
рис. 1, призводить до значень перерізів, які 
істотно перевищують експериментальні 
дані при середніх енергіях протонів. Різни-
ця між двома варіантами теоретичних 
розрахунків прямо підтверджує важливість 
врахування спотворення хвильових функ-
цій захоплюваного електрона як у вхідно-
му, так і у вихідному каналах реакції. 
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Рис. 1. Перерізи захоплення з іонізацією при 
зіткненні атома He з протоном. Теорія: суцільна 
крива – CDW-метод (формула (54)); штрихована 
крива – перше борнівське наближення. Експери-
ментальні дані: ∇  – [23], o – [24]. 
 

Підбиваючи загальні підсумки, слід 
відмітити, що на основі CDW-методу з 
врахуванням кулонівських асимптотичних 
умов вдається отримати аналітичний вираз 
для амплітуди процесу захоплення з іоніза-
цією, який містить два множники. Один з 
них описує процес електронного захоплен-
ня за допомогою прямого й двоступенево-
го (томасівського) механізмів перезарядки. 
Другий множник описує зв’язано-вільний 
перехід в іоні B+. Задовільне узгодження

розрахунків з експериментальними даними 
досягається тільки при врахуванні спотво-
рень хвильових функцій захоплюваного 
електрона в обох каналах реакції. Якщо ж 
перерізи обчислюються без врахування 
спотворень хвильових функцій, що рівно-
значно повному нехтуванню ефектами 
перерозсіяння, то між теоретичними і 
експериментальними перерізами виника-
ють значні розбіжності. 

 
Висновки 

 

Розроблено шредінгерівський форма-
лізм методу спотворених хвиль неперерв-
ного спектру для аналізу процесу захоп-
лення з іонізацією в області великих та 
середніх енергій. Амплітуда реакції, отри-
мана в першому порядку теорії збурень 
формалізму спотворених хвиль, містить 
два множники, один з яких рівний 
амплітуді розсіяння з перезарядкою і 
еквівалентний результату, який отримав 
Гаєт в рамках CDW-методу. Другий множ-
ник описує зв’язано-вільний перехід в іоні-
залишку мішені. Запропонований форма-
лізм випробуваний на прикладі розрахун-
ків перерізів захоплення з іонізацією при 
зіткненні атома гелію з протонами. 
Результати обчислень на проміжку  
3-103 кеВ/нуклон перебувають в кількісній 
відповідності з експериментальними дани-
ми. Показано, що ефект кулонівського 
спотворення асимптотичної поведінки 
хвильових функцій у обох каналах реакції 
є досить істотним і його коректне враху-
вання при розрахунках перерізів захоплен-
ня з іонізацією дозволяє описати основні 
характеристики спостережуваних явищ. 
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SCHRODINGER'S FORMALISM  OF DISTORTED-WAVE 
METHOD IN THE PROBLEM OF SINGLE-ELECTRON 

CAPTURE WITH SIMULTANEOUS IONIZATION  
 

Schrodinger’s formalism of the distorted-wave method of continuous spectrum 
for analysis and calculation of the single-electron capture process with simultaneous 
ionization in high-energy ion-atom collisions has been developed. Based on CDW-
method with the correct Coulomb asymptotic conditions in both channels of the 
reaction, an analytical expression for the capture process with ionization has been 
received. The expression is containing two factors, one of which describes the 
process of single-electron capture, and the second one – bound-free transitions in the 
ion-residual target. The results of calculations exchange cross sections with 
simultaneous ionization in collisions of the He atom with a proton are in good 
agreement with the available experimental data. 

Keywords: single-electron charge exchange, ionization, distorted wave, 
interelectron interaction, amplitude. 
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ШРЕДИНГЕРОВСКИЙ ФОРМАЛИЗМ МЕТОДА 

ИСКАЖЕННЫХ ВОЛН В ЗАДАЧЕ ОДНОЭЛЕКТРОН-
НОГО ЗАХВАТА С ОДНОВРЕМЕННОЙ ИОНИЗАЦИЕЙ 

 
Разработан шредингеровский формализм метода искаженных волн 

непрерывного спектра для анализа и расчета процесса одноэлектронного 
захвата с одновременной ионизацией в высокоэнергетических ион-атомных 
столкновениях. На основе CDW-метода с корректным учетом кулоновских 
асимптотических условий в обоих каналах реакции, получено аналитическое 
выражение для амплитуды процесса захвата с ионизацией, содержащее два 
множителя. Один из которых описывает процесс одноэлектронного захвата, а 
второй – связано-свободный переход в ионе-остатке мишени. Результаты 
расчетов сечений перезарядки с одновременной ионизацией при столкновении 
атома He с протоном хорошо согласуются с имеющимися эксперименталь-
ными данными. 

Ключевые слова: одноэлектронная перезарядка, ионизация, искаженная 
волна, межэлектронное взаимодействие, амплитуда. 


