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ТРАЕКТОРНЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ  
ВЕРОЯТНОСТИ ФОТОИОНИЗАЦИИ АТОМА 

 
В работе приведены результаты тестирования предложенного метода расчета 

вероятностей на основе использования интеграла по траекториям применительно к 
фотопроцессам на примере процессов фотоионизации атомов водорода и гелия. В 
случае двукратной фотоионизации атома гелия показано, что метод позволяет 
воспроизвести эффекты, связанные с межэлектронными корреляциями, которые не 
возможно обнаружить для многих других методов расчета. Метод расчета весьма 
прост в реализации и позволяет охватить большой диапазон значений параметров 
фотоимпульса.  

Ключевые слова: фотоионизация, межэлектронные корреляции, фотоимпульс, 
интеграл по траекториям. 

 
Введение 

 

В последнее десятилетие бурное 
развитие лазерной техники привело к 
появлению источников излучения, способ-
ных создавать ультракороткие электромаг-
нитные поля очень большой интенсивнос-
ти, параметры которых имеют атомный 
масштаб. В силу сложности теоретическо-
го описания процессов, возникающих в 
случае воздействия такого излучения на 
атомы, среди которых стоит отметить учет 
высоких порядков взаимодействия и учет 
влияния межэлектронных корреляций для 
многоэлектронных систем, разработка 
соответствующих методов является важ-
ной задачей. 

В данной работе приведены результа-
ты тестирования предложенного нами ме-
тода расчета вероятностей на основе 
использования интеграла по траекториям 
применительно к фотопроцессам на приме-
ре процессов фотоионизации атомов водо-
рода и гелия. 

 
Методика 

 

Рассмотрен вариант оценки вероят-
ности перехода в квантовой системе, бази-
рующийся на представлении вероятности 
перехода в форме интеграла по траектори-
ям в формализме матриц плотности. Для 

оценки интеграла используется выделение 
группы переменных, по которым интегри-
рование проводится методом Монте-
Карло. Для интегрирования по остальным 
переменным применяется метод стацио-
нарной фазы [1]. 

В случае конечных состояний с 
диагональной матрицей плотности вида 

 

( ) ( )qqq)q,q(f −′=′ δρρ              (1) 
 

эта схема приводит к простому выраже-
нию для оценки вероятности 

 

( )∫ −= + 00

2

1 1 dq)q(SIiexp)q(w ilf,i ρρ . (2) 
 

В него входят диагональные части матриц 
плотности (распределения вероятностей) 
начального и конечного состояний. SI – 
часть гамильтонова действия, связанного с 
взаимодействием, взятого на фазовой тра-
ектории с заданной начальной координа-
той 0q  и импульсом: 
 

0
0 q

p i

∂
∂= χ

, 

 

где iχ  − фаза начального состояния. Эта 

фазовая траектория является стационарной 
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для некоторого эффективного действия. 
Два естественных выбора эффективного 
действия состоят в действии для полного 
гамильтониана и для гамильтониана без 
взаимодействия. 

Состояния вида /1/ служат приемле-
мым приближением для описания больших 
групп состояний, близких к полным систе-
мам. В частности, при 1=ρ  вероятность 
перехода в это конечное состояние 
соответствует полной вероятности перехо-
да для всех процессов в системе, что 
следует из полноты системы собственных 
состояний гамильтониана без взаимо-
действия: 

 

1̂d =∫ ααα . 
 

Далее рассмотрен пример исполь-
зования этой процедуры к задаче вычисле-
ния вероятности фотоионизации атома 
водорода и одно- и двукратной фотоиони-
зации атома гелия. 

Мы используем электрическое ди-
польное приближение для описания 
взаимодействия атома с полем излучения 
равным: 

 

( ) ( ) DtEtW
�

⌢�⌢

⋅−= , 
 

где ( )tE
�

 − напряженность электрического 

поля, D
�

⌢

 − оператор дипольного момента 
атома. В качестве светового импульса 
рассматривается электрическое поле 
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где Е − амплитуда, τ  − длительность им-
пульса, ω  − несущая частота и e

�

 − еди-
ничный вектор направления поляризации. 
Используется атомная система единиц. 
 

Фотоионизации атома водорода 
 

Рассматривается полная вероятность 
всех переходов из основного состояния, и 
отдельно вероятность фотоионизации.  

Результаты, полученные по формуле 
(2) при 1=ρ , представлены на рис. 1 и 
рис. 2 (линия 1) для полной вероятности 
переходов и вероятности ионизации соот-
ветственно при условиях − E = 0.01 a.u., 

20=τ  a.u. Для малых полей естественно 
взять эффективное действие в виде дейст-
вия для гамильтониана без взаимо-
действия. 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость вероятности ионизации или 
возбуждения атома водорода от несущей частоты.  

 

 
 

Рис. 2. Зависимость вероятности ионизации атома 
водорода от несущей частоты.   
 

Для сравнения на этих рисунках 
также представлены результаты вычисле-
ний по теории возмущений (линия 2 − 
вероятность ионизации, линия 3 − полная 
вероятность). Чтобы выделить из всех 
переходов процесс ионизации использует-
ся ограничение области интегрирования по 
начальной координате 20 <q . Увеличение 
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0q  приводит к уменьшению частоты коле-

баний траектории. Меняя 0q , можно выби-

рать область частот процесса фотоиониза-
ции, т.к. основной вклад в значение 
интеграла (2) создается траекториями, 
которые находятся в резонансе с фото-
импульсом. 

Видно соответствие вычислений по 
формуле /2/ и по теории возмущений. 
Наблюдается тенденция к небольшому 
снижению вероятности относительно 
теории возмущений при понижении несу-
щей частоты импульса, что можно отнести 
к методической погрешности.  
 

Фотоионизации атома гелия 
 

Фотоионизация атома гелия изуча-
лась давно и в большом количестве работ. 
Вместе с тем процесс ионизации под 
действием мощных ультракоротких фото-
импульсов стал изучаться сравнительно 
недавно. При теоретическом рассмотрении 
использовались практически все существу-
ющие теоретические методы, включая пря-
мое численное решение нестационарного 
уравнения Шредингера [2-14]. Вследствие 
сказанного к настоящему моменту фото-
ионизация атома гелия под действием 
мощных ультракоротких фотоимпульсов 
во многом изучена. 

С точки зрения проверки методов 
расчета гелий представляет особый Инте-
рес, поскольку это наиболее простой мно-
гоэлектронный атом. Среди эффектов, свя-
занных с многоэлектронностью можно 
отметить такие, как многократная иониза-
ция и проявление межэлектронных кор-
реляций. 

Проблема межэлектронных корреля-
ций в многоэлектронных системах пред-
ставляет большой интерес. Наиболее 
заметно их влияние должно быть в систе-
мах с малым числом электронов, поэтому 
рассмотрение процессов в атоме гелия 
является естественным и, в то же время, 
наиболее простым вариантом. По мнению 
многих авторов, самое сильное проявление 
межэлектронных корреляций выражается в 
наличии плато или "колена" (the «knee») в 
зависимости вероятности двойной иониза-
ции атома гелия от интенсивности света 

[15-17]. 
Теоретическая интерпретация плато 

может быть объяснена как результат нало-
жения двух ионизационных механизмов – 
последовательного, с временным формиро-
ванием однократно ионизованного атома 
гелия, и параллельного. Последний меха-
низм напрямую связан с межэлектронны-
ми корреляциями. 

Большинство существующих теоре-
тических методов не воспроизводят плато, 
т.к. не достаточно точно учитывают меж-
электронные корреляции. Это видно на 
результатах расчета однократной и дву-
кратной фотоионизации атома гелия с 
использованием нестационарного метода 
Хартри-Фока или метода функционала 
плотности с различными поправками для 
учета корреляций [18]. Только внесение 
специальных поправок в работе [19] 
привело к некоторым улучшениям резуль-
татов. Межэлектронные корреляции не 
рассматриваются в различных вариантах 
теории Келдыша, таких как методы Пере-
ломова-Попова-Тереньтева (PPT) и Амосо-
ва-Делоне-Крайнова (ADK) или приближе-
нии сильного поля (SFA) [20]. 

Некоторого прогресса в учете меж-
электронных корреляций удалость добить-
ся, используя нестационарное уравнение 
Шредингера с двухэлектронной волновой 
функцией для одномерной модели атома 
гелия [18]. Прямое численное решение не-
стационарного уравнения Шредингера не 
имеет перспективы при переходе к более 
сложным атомам. 

Среди методов, которые учитывают 
межэлектронные корреляции и воспроиз-
водят плато, находятся траекторные мето-
ды. «Колено» хорошо видно в вычислени-
ях с использованием классических траек-
торий и одномерной модели атома гелия 
[16, 21]. Для полноразмерной модели 
небольшое плато было воспроизведено 
средствами ферминной молекулярной 
динамики (FMD) [22]. 

В наших вычислениях по формуле (2) 
для больших полей естественно взять 
эффективное действие в виде действии для 
полного гамильтониана. 

Начальное (основное) состояние ато-
ма гелия бралось в виде [23]: 
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( ) ( )( )
2

21

3

21 






 +−= rrZexp
Z

r,r
π

ρ ��  

 

с эффективным зарядом ядра 71.Z = . Для 
описания конечного состояния (1) исполь-
зуется функция, определяющая вероят-
ность электрона быть найденным внутри 
сферы радиуса распределения R вокруг 
ядра,  
 

( )




















−=
α

ρ
R

r
expr0

. 

 

Как выяснилось в процессе работы, 
результаты вычислений не очень чувстви-
тельны к конкретному выбору параметров 
в окрестности значений 1~α , 10~R . 
Полная вероятность ионизации (однократ-

ной + двукратной) в двухэлектронной 
системе аппроксимируется в виде: 
 

( ) ( ) ( )201021 1 rrr,rtot ρρρ −=�� , 
 

вероятность двукратной ионизации 
 

( ) ( )( ) ( )( )201021 11 rrr,rd ρρρ −−=�� , 
 

и вероятность однократной ионизации 
 

( ) ( ) ( )212121 r,rr,rr,r dtots

������ ρρρ −= . 
 

Результаты вычислений представлены на 
рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Зависимость вероятности фотоионизации гелия от амплитуды поля. 
 

На рис. 3 сплошная (линия 1), одно-
кратная (линия 2) и двукратная (линия 3) 
вероятности ионизации атома гелия пред-
ставлены в виде функций амплитуды поля 
Е для импульса с частотой несущей 

30.=ω  a.u. и длительностью 10=τ  a.u. 
Отметим наличие большой вероятности 
ионизации при частоте несущей много 
меньшей порога ионизации 90.I =  a.u., 

что указывает на многофотонность процес-
са. Для однократной ионизации результаты 
сравниваются с вычислениями по теории 
Переломова-Попова-Тереньтева (PPT) (ли-
ния 4).  

Наш траекторный метод воспроизво-
дит эффект «колена» для полноразмерной 
модели атома. Сравнение положения «ко-
лена» в плоскости вероятность-поле в на-
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шей и других работах возможно только на 
качественном уровне, т.к. для вычислений 
в данной работе использовались намного 
меньшие длительности импульса и боль-
шие частоты. Из других работ известно, 
что с возрастанием несущей частоты 
импульса область плато сдвигается к боль-
шим полям [16], а вероятность падает с 
уменьшением длительности импульса [20, 
24]. 

 
Заключение 

 
Полученные результаты указывают 

на работоспособность предложенной мето-
дики вычисления интегральных по энергии 
вероятностей фотоионизации атомов. Для 
двукратной фотоионизации атома гелия 

результаты показали, что метод позволяет 
воспроизвести эффекты, связанные с 
межэлектронными корреляциями, что 
затруднительно для многих сущест-
вующих методов расчета. При этом метод 
весьма прост в реализации и позволяет 
охватить большой диапазон значений 
параметров фотоимпульса. Достоинством 
метода является то, что он сводится к 
траекторной задаче с начальными усло-
виями (так называемая схема IVR), кото-
рая, как известно, решается весьма 
эффективно. Кроме того, он не требует вы-
числения предэкспоненциального фактора, 
фигурирующего во многих траекторных 
методах, нахождение которого в общем 
случае представляет собой трудоемкую 
задачу.
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PATH METHOD FOR THE ESTIMATION 
OF PROBABILITY OF 
PHOTOIONIZATION 

 
Results of testing of the proposed method for calculation of probabilities based on the 

path integral are presented for the example of hydrogen and helium photoionization 
processes. In the case of double ionization of helium atom the method is shown to be 
capable of reproducing effects related to electron-electron correlations which cannot be 
detected by many other methods of calculation. The calculation method is rather simple 
in implementation and can encompass a broad range of photomomentum parameter 
values. 

Keywords: photoionization, electron-electron correlations, photomomentum, path 
integral. 
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ТРАЄКТОРНИЙ МЕТОД ОЦІНКИ ІМОВІРНОСТІ 
ФОТОІОНІЗАЦІЇ АТОМА 

 
У роботі наведено результати тестування запропонованого методу розрахунку 

ймовірностей на основі використання інтеграла по траєкторіях, стосовно 
фотопроцесів на прикладі процесів фотоіонізації атомів водню і гелію. У разі 
двократної фотоіонізації атома гелію показано, що метод дозволяє відтворити 
ефекти, пов'язані з міжелектронними кореляціями, які не можна виявити для 
багатьох інших методів розрахунку. Метод розрахунку досить простий у 
реалізації й дозволяє охопити великий діапазон значень параметрів 
фотоімпульсу. 
Ключові слова: фотоіонізація, міжелектронні кореляції, фотоімпульс, інтеграл 

по траєкторіях. 


